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Аннотация. Рассматриваются актуальные проблемы, возникающие при моделиро-
вании и проектировании современных летательных аппаратов. Целью работы является
разработка и совершенствование математических методов для решения комплексных
задач авиационной динамики для оптимизации параметров современных летательных
аппаратов. Методы исследования включают математическое моделирование, численные
методы решения дифференциальных уравнений, оптимизационные алгоритмы и методы
компьютерного анализа динамики летательных аппаратов. Предложена математическая
модель, позволяющих более точно описывать динамику полёта летательных аппаратов.
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Введение
Современная авиация представляет собой сложную систему, требующую глубокого

математического анализа на всех этапах проектирования и эксплуатации. Математи-
ческие методы играют ключевую роль в решении задач, связанных с обеспечением
безопасности, экономичности и эффективности полетов. В условиях развития авиаци-
онной техники возникает необходимость совершенствования математических методов
проектирования и эксплуатации летательных аппаратов.

Целью работы является разработка и совершенствование математических методов
для решения комплексных задач авиационной динамики для оптимизации параметров
современных летательных аппаратов. Задачи исследования включают анализ литерату-
ры по существующим математическим моделям летательных аппаратов, используемых

1E-mail: syndyaev@rambler.ru

65

https://www.doi.org/10.33065/2712-8326-2025-3-32-65-77
https://orcid.org/0000-0002-9716-8189


НАУКА ONLINE. № 3 (32). 2025

в авиационной отрасли, разработку метода решения аэродинамической задачи для оп-
тимизации параметров летательных аппаратов.

Объект исследования является совокупность процессов моделирования и проекти-
рования летательных аппаратов. Предметом исследования является математическая
модель для процессов моделирования и проектирования летательных аппаратов.

Методы исследования включают математическое моделирование, численные методы
решения дифференциальных уравнений, оптимизационные алгоритмы и методы ком-
пьютерного анализа. Материалы исследования включают уравнения Навье-Стокса для
описания аэродинамических характеристик летательных аппаратов на основе данных
о параметрах полёта.

Мотивация исследования обусловлена необходимостью повышения эффективности
и безопасности авиационной техники в условиях постоянного развития технологий и
усложнения задач, стоящих перед современной авиацией.

Научная новизна исследования заключается в том, что разработан метод решения
аэродинамической задачи на основе усовершенствованной математической модели, поз-
воляющей оптимизировать параметры летательных аппаратов.

Гипотеза исследования заключается в том, что применение современных математи-
ческих методов позволит повысить эффективность проектирования летательных аппа-
ратов.

Теоретическая значимость исследования заключается в том, что результаты поз-
волят расширить теоретические основ математического моделирования в авиационной
отрасли. Практическая значимость исследования заключается в возможности примене-
ния полученных результатов при проектировании новых летательных аппаратов, модер-
низации существующих моделей и совершенствовании систем управления воздушным
движением, что способствует повышению безопасности и экономичности авиационных
перевозок.

Обзор
Аэродинамические модели предоставляют данные о силах и моментах, необходимые

для анализа динамики полёта, прочности конструкции и управления; выбор варьирует-
ся от недорогих приближений потенциального течения до полнофункциональных реша-
телей уравнений Навье–Стокса в зависимости от требований к точности. Методы расчё-
та элементов лопастей и полос рассчитывают силы путём интегрирования двумерных
нагрузок на аэродинамический профиль вдоль несущих поверхностей и полезны для
роторов и воздушных винтов в работе [1]. Раннее проектирование и прототипирование
закона управления на основе потенциального течения или вихревой решётки для быст-
рой оценки производной устойчивости использовано в работе [1]. Методы сжимаемой
решётки используются в связанных аэродинамических расчётах, когда важны неста-
ционарные аэродинамические условия в работе [2]. Предварительные аэроупругие или
связанные с управлением испытания: сжимаемая решётка или нестационарная панель
при наличии связи и нестационарного следа применено в работе [2]. Сертификация и
подробные характеристики для вязкостных эффектов, отрывного течения и поведения
при больших углах атаки описаны в работе [3]. Масштабно-разрешающие вычислитель-
ные гидродинамики решают уравнения Навье–Стокса с замыканиями турбулентности
для вязкого сопротивления, разделения и взаимодействия поверхностей управления;
они используются для заполнения аэродинамических баз данных и проверки моделей с
низкой точностью в работе [3]. Модели динамики полёта выражают движения жёсткого
тела и (опционально) упругого движения и составляют основу моделирования для ана-
лиза управляемости, устойчивости и контроля. Уравнения Ньютона–Эйлера для жёст-
кого тела с шестью степенями свободы с кинематическими соотношениями образуют
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основные нелинейные обыкновенные дифференциальные уравнения, используемые для
моделирования траектории и управления; линеаризация относительно усечённых точек
даёт производные устойчивости и стандартные представления пространства состояний
для проектирования систем управления и модального анализа описаны в работе [4].
Пространство состояний систематически обрабатывает взаимодействия и ограничения
математических методов моделирования летательных аппаратов, но требует точных
моделей для проектирования наблюдателя и датчика, как показано в работе [5]. Про-
ектирование на основе передаточной функции интуитивно понятно и вычислительно
просто для контуров, но плохо масштабируется для сильно связанных многопараметри-
ческих воздушных судов, как показано в работе [5]. Алгебраические карты движителей
и элементы лопастей практичны для моделирования и управления полётом, обладают
высокой точностью (модели сжимаемого потока или переходных режимов двигателя),
необходимой для режимов отказа двигателя, помпажа и сваливания и переходных ре-
жимов описаны в работе [6]. Методы элементов лопастей и импульса вычисляют тягу и
крутящий момент ротора и винта путём интегрирования сил сечения (подъёмной силы
и сопротивления) вдоль лопастей; явные соотношения между шагом лопасти и тягой
или крутящим моментом типичны для моделирования и управления наклонными ро-
торами, как показано в работе [6].

Моделирование динамики летательного аппарата является важной частью разра-
ботки современных законов управления и обеспечения безопасности полетов. В статье
[7] для решения задачи моделирования продольной динамики с использованием неболь-
шого объёма данных лётных испытаний в условиях больших углов атаки предложен эф-
фективный подход, интегрирующий машинное обучение с физическими механизмами.
Во-первых, в статье [7] создаётся низкоточная модель динамики летательного аппара-
та, основанная на физическом анализе. Во-вторых, в статье [7] разработан автоэнкодер
для извлечения временных и пространственных характеристик из истории движения в
полёте в условиях больших углов атаки. Эти характеристики затем используются для
компенсации ошибок моделирования низкоточной модели с помощью модуля слияния
на основе глубокой нейронной сети, что приводит к созданию высокоточной модели
динамики летательного аппарата. Кроме того, разработана в статье [7] парадигма мно-
гошаговой эволюции динамики летательного аппарата с учетом физики замкнутого
контура для построения функций потерь, обеспечивающая стабильную и эффектив-
ную оптимизацию параметров высокоточной модели. Наконец, в статье [7] имитацион-
ная модель масштабированного самолёта F-16 используется для генерации небольшого
набора данных лётных испытаний с большим углом атаки для обучения и тестирования
высокоточной модели. В статье [7] экспериментальные результаты показывают, что по
сравнению с тремя репрезентативными базовыми методами моделирования динамики
самолёта предлагаемый подход обеспечивает более высокую точность моделирования и
лучшую обобщающую способность, что подтверждает его расширенные возможности.

Испытание на вибрацию на земле является важнейшим этапом проектирования но-
вого воздушного судна. Испытание включает в себя анализ различных конфигура-
ций нагрузки, что помогает понять реальное поведение конструкции, сертифицировать
некоторые экстремальные случаи нагрузки, а также проверить и улучшить конечно-
элементную модель, используемую при проектировании. В статье [8] проверка модели
конечных элементов осуществляется путём сравнения частотных характеристик, полу-
ченных в ходе испытания на вибрацию на земле, и конечно-элементной модели в некото-
рых точках отклика. В идеале численные и экспериментальные результаты должны со-
гласовываться. Это, безусловно, верно в случае отдельных компонентов, но в случае сбо-
рок часто возникают расхождения между численными и экспериментальными резуль-
татами, особенно при динамическом анализе. Эти расхождения увеличиваются с увели-
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чением числа компонентов в сборке, поскольку соединения обычно недостаточно хоро-
шо представлены в конечно-элементной модели. Компоненты этих сборных конструк-
ций обычно соединены в небольшом количестве точек, и они могут рассматриваться
как локальные источники жёсткости и демпфирования. В конечно-элементной модели
эти соединения можно представить в виде сосредоточенных пружинно-амортизаторных
элементов в упрощенном виде. В статье [8] представлена формулировка уравнения ди-
намического равновесия, использующая раздельный подход для механических свойств
соединения сборки. Далее, на основе этой формулировки был разработан процесс оп-
тимизации, использующий свойства соединения в качестве проектных переменных, для
определения параметров соединения, которые улучшают согласование между числен-
ными и экспериментальными функциями частотной характеристики в случае гармо-
нических возбуждений. В статье [8] этот подход был применён к конечно-элементной
модели, представляющей соединение между сегментом фюзеляжа и хвостовым кону-
сом, а также к реальной системе самолёта, для которой доступны экспериментальные
данные. Результаты, достигнутые с помощью этой процедуры, весьма эффективны и
многообещающие.

В последние годы многие системы управления полетом и отрасли промышленности
используют пропорционально-интегрально-дифференциальные регуляторы для улуч-
шения динамического поведения характеристик летательных аппаратов. В статье [9]
разрабатывается пропорционально-интегрально-дифференциальный регулятор для по-
вышения устойчивости и производительности системы воздушного судна общего на-
значения. Проектирование оптимальных параметров пропорционального интегрально-
дифференциального регулятора для управления тангажем самолета важно для расши-
рения диапазона безопасности полетов. В статье [9] разработана математическая мо-
дель для описания управления продольным тангажем самолета. В статье [9] пропорци-
ональный интегрально-дифференциальный регулятор разработан на основе динамиче-
ского моделирования системы самолета. Используются различные методы настройки,
а именно метод Зейглера-Николса, модифицированный метод Зейглера-Николса, на-
стройка Тайреуса-Люйбена, методы настройки Астрома-Хагглунда. В статье [9] срав-
ниваются характеристики временной области различных методов настройки для полу-
чения оптимальных значений параметров. В статье [9] результаты доказывают, что про-
порционального интегрально-дифференциальный регулятор, настроенный по Зейглеру-
Николсу для динамики управления тангажем самолёта, лучше по устойчивости и произ-
водительности во всех условиях. Необходимо провести дальнейшие исследования по по-
лучению оптимальных параметров пропорционального интегрально-дифференциально-
го регулятора с использованием методов искусственного интеллекта.

В статье [10] описана методика построения адаптивного регулятора для многопара-
метрических систем, основанная на недавно разработанных методах идентификации и
оптимизации. В статье [10] подробно рассмотрено применение метода к системе верто-
лёта с изменяющимися во времени параметрами. В статье [10] сравнивается реакция
адаптивной системы с соответствующей реакцией системы с фиксированным регуля-
тором и системы с оптимальным управлением. В статье [10] показано, что адаптивная
система близка к оптимальной.

Рост объёмов авиаперевозок и повышение требований к эффективности требуют со-
вершенствования алгоритмов планирования оптимальных маршрутов полёта воздуш-
ных судов. Традиционные методы, такие как алгоритмы 𝐴*, 𝐵*,𝐷* и Дейкстры, широко
используются в навигационных системах, однако имеют ряд ограничений при примене-
нии в динамически изменяющейся среде, в частности, из-за необходимости учёта погод-
ных условий, особенностей воздушного движения, экономических факторов и характе-
ристик воздушных судов. В статье [11] представлен комплексный анализ существующих
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подходов к оптимизации маршрутов воздушных судов, рассматриваются преимущества
и недостатки каждого из них, а также возможные направления их совершенствования.
В статье [11] особое внимание уделено многокритериальным параметрам, влияющим
на эффективность маршрутизации, таким как расход топлива, безопасность, точность
прогнозирования и адаптация к изменяющимся условиям полёта. В статье [11] предло-
жено методическое решение для совершенствования алгоритмов построения маршру-
тов, заключающееся в учёте изменяющихся параметров в режиме реального времени и
их интеграции в современные навигационные системы. Кроме того, в статье [11] с ис-
пользованием усовершенствованных алгоритмов проведено моделирование оптималь-
ных траекторий полёта, что позволяет повысить эффективность принятия решений в
области управления воздушным движением.

Модель
Рассматривается моделирование аэродинамической задачи сложного движения ле-

тательного аппарата с использованием кинематических и динамических уравнений Эй-
лера для описания поступательного и вращательного движения, а также их аналити-
ческие решения с использованием конкретных параметров, близких к реальным харак-
теристикам летального аппарата.

Сложное движение летательного аппарата включает в себя поступательное переме-
щение в пространстве и вращательное движение вокруг центра масс. Для моделирова-
ния такого движения используются кинематические уравнения Эйлера, описывающие
ориентацию, и динамические уравнения Эйлера, описывающие моменты сил. Учтём
аэродинамические силы и моменты. Аналитические решения получены для конкрет-
ных параметров: масса 𝑚 = 5000 кг, моменты инерции 𝐼𝑥 = 1500 кг·м2, 𝐼𝑦 = 8000 кг·м2,
𝐼𝑧 = 7000 кг·м2, начальные скорости и углы.

Основой аэродинамического расчёта является система уравнений Навье-Стокса:

𝜌

(︂
𝜕v

𝜕𝑡
+ (v · ∇)v

)︂
= −∇𝑝+ 𝜇∇2v + F , (1)

где 𝜌 – плотность, v – вектор скорости, 𝑝 – давление, 𝜇 – вязкость, F – главный вектор
внешних сил.

Рассмотрим динамику летательного аппарата. Положение летательного аппарата в
пространстве определяется углами Эйлера: 𝜑 – угол крена, 𝜃 – угол тангажа, 𝜓 – угол
курса. Кинематические уравнения Эйлера связывают угловые скорости с производными
углов Эйлера:

𝜑̇ = 𝜔𝑥 cos𝜓 + 𝜔𝑦 sin𝜑 sin𝜓 + 𝜔𝑧 cos𝜑 sin𝜓 , (2)

𝜃 = 𝜔𝑦 cos𝜓 − 𝜔𝑧 sin𝜓 , (3)

𝜓̇ = −𝜔𝑥 sin𝜑+ (𝜔𝑦 cos𝜑 cos𝜓 + 𝜔𝑧 cos𝜑 sin𝜓)
1

cos 𝜃
. (4)

где 𝜑 – угол крена, 𝜃 – угол тангажа, 𝜓 – угол рыскания, 𝜔𝑥, 𝜔𝑦, 𝜔𝑧 – проекции угловой
скорости летательного аппарата.

Кинематические уравнения Эйлера описывают изменение ориентации твёрдого тела.
Кинематические уравнения Эйлера связывают угловые скорости с производными углов
Эйлера. Пусть углы Эйлера: 𝜓 (рыскание), 𝜃 (тангаж), 𝜑 (крен). Матрица перехода от
связанной системы координат к инерциальной системе координат имеет вид:

R =

⎛⎝cos 𝜃 cos𝜓 sin𝜑 sin 𝜃 cos𝜓 − cos𝜑 sin𝜓 cos𝜑 sin 𝜃 cos𝜓 + sin𝜑 sin𝜓
cos 𝜃 sin𝜓 sin𝜑 sin 𝜃 sin𝜓 + cos𝜑 cos𝜓 cos𝜑 sin 𝜃 sin𝜓 − sin𝜑 cos𝜓
− sin 𝜃 sin𝜑 cos 𝜃 cos𝜑 cos 𝜃 .

⎞⎠ (5)
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Угловые скорости в связанной системе: 𝜔𝑥, 𝜔𝑦, 𝜔𝑧. Связь с производными углов
Эйлера: ⎛⎝𝜔𝑥

𝜔𝑦

𝜔𝑧

⎞⎠ =

⎛⎝1 0 − sin 𝜃
0 cos𝜑 sin𝜑 cos 𝜃
0 − sin𝜑 cos𝜑 cos 𝜃

⎞⎠⎛⎝𝜑̇

𝜃

𝜓̇

⎞⎠ (6)

Обратная связь определяется следующим выражением:⎛⎝𝜑̇

𝜃

𝜓̇

⎞⎠ =

⎛⎝1 sin𝜑 tan 𝜃 cos𝜑 tan 𝜃
0 cos𝜑 − sin𝜑
0 sin𝜑/ cos 𝜃 cos𝜑/ cos 𝜃

⎞⎠⎛⎝𝜔𝑥

𝜔𝑦

𝜔𝑧

⎞⎠ (7)

Теперь, кинематические уравнения Эйлера:

𝜑̇ = 𝜔𝑥 + tan 𝜃 (𝜔𝑦 sin𝜑+ 𝜔𝑧 cos𝜑) , (8)

𝜃 = 𝜔𝑦 cos𝜑− 𝜔𝑧 sin𝜑 , (9)

𝜓̇ =
𝜔𝑦 sin𝜑+ 𝜔𝑧 cos𝜑

cos 𝜃
. (10)

Кинематические уравнения Эйлера получаются из определения углов Эйлера и ки-
нематической связи между системами координат. Кинематические уравнения Эйлера
описывают эволюцию ориентации летального аппарата без учёта сил.

Динамические уравнения Эйлера описывают вращательное движение летательного
аппарата под действием моментов сил. Для твёрдого тела динамические уравнения
Эйлера имеют вид:

𝐼𝑥𝜔̇𝑥 + (𝐼𝑧 − 𝐼𝑦)𝜔𝑦𝜔𝑧 = 𝑀𝑥 , (11)
𝐼𝑦𝜔̇𝑦 + (𝐼𝑥 − 𝐼𝑧)𝜔𝑥𝜔𝑧 = 𝑀𝑦 , (12)
𝐼𝑧𝜔̇𝑧 + (𝐼𝑦 − 𝐼𝑥)𝜔𝑥𝜔𝑦 = 𝑀𝑧 , (13)

где 𝐼𝑥, 𝐼𝑦, 𝐼𝑧 – моменты инерции летательного аппарата,𝑀𝑥,𝑀𝑦,𝑀𝑧 – моменты сил отно-
сительно соответствующих осей в связанной системе. Динамические уравнения Эйлера
следуют из второго закона Ньютона для вращательного движения. Члены (𝐼𝑧 − 𝐼𝑦)𝜔𝑦𝜔𝑧

– гироскопические эффекты.
Для описания аэродинамических эффектов моменты включают аэродинамические

моменты:
𝑀𝑥 = 𝑀𝑥,𝑎𝑒𝑟𝑜 +𝑀𝑥,𝑜𝑡ℎ𝑒𝑟 . (14)

Аналогично записываются выражения для 𝑀𝑦, 𝑀𝑧.
Аэродинамический момент по крену: 𝑀𝑥,𝑎𝑒𝑟𝑜 = −1

2
𝜌𝑣2𝑆𝑙𝛿𝑎𝐶𝑙,𝛿𝑎 , где 𝛿𝑎 – отклонение

элерона, 𝐶𝑙,𝛿𝑎 – коэффициент.
Общий момент определяется по формуле:

𝑀𝑥 = 𝑄𝑆𝑏𝐶𝑙 , (15)
𝑀𝑦 = 𝑄𝑆𝑐𝐶𝑚 , (16)
𝑀𝑧 = 𝑄𝑆𝑏𝐶𝑛 . (17)

где 𝑄 = 1
2
𝜌𝑣2, 𝑏 – размах крыла. Коэффициенты 𝐶𝑙, 𝐶𝑚, 𝐶𝑛 зависят от углов атаки 𝛼,

скольжения 𝛽, угловых скоростей и отклонений рулей. Коэффициенты 𝐶𝑙 находятся по
формуле

𝐶𝑙 = 𝐶𝑙0 + 𝐶𝑙𝛼𝛼 + 𝐶𝑙𝛽𝛽 + 𝐶𝑙𝑝
𝑝𝑏

2𝑣
+ 𝐶𝑙𝑟

𝑟𝑏

2𝑉
+ 𝐶𝑙𝛿𝑎𝛿𝑎 + 𝐶𝑙𝛿𝑟𝛿𝑟 . (18)
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Аналогично для 𝐶𝑚, 𝐶𝑛. Эти формулы основаны на теории аэродинамики с коэффици-
ентами определяемыми экспериментально. Представленная система уравнений позво-
ляет полностью описать движение летательного аппарата в пространстве, учитывая как
вращательные, так и поступательные движения летательного аппарата в пространстве.

Пространственное движение летательного аппарата описывается системой уравне-
ний движения:

𝑚𝑣̇ = 𝐹𝑥 , (19)

𝑚
(︁
𝑤̇ + 𝑣𝛽̇

)︁
= 𝐹𝑦 , (20)

𝑚 (𝑢̇− 𝑣𝛼̇) = 𝐹𝑧 , (21)

где 𝐹𝑥, 𝐹𝑦, 𝐹𝑧 – проекции аэродинамических сил. Поступательное движение описывается
системой уравнений движения центра масс:

𝑚𝑥̈ = 𝐹𝑥 , (22)
𝑚𝑦 = 𝐹𝑦 , (23)

𝑚𝑧 = 𝐹𝑧 −𝑚𝑔 , (24)

где 𝑚 – масса летательного аппарата, 𝐹𝑥, 𝐹𝑦, 𝐹𝑧 – проекции аэродинамических сил, 𝑔 –
ускорение свободного падения. Подъёмная сила крыла летательного аппарата опреде-
ляется по формуле:

𝐿 =
1

2
𝜌𝑣2𝑆𝐶𝐿 , (25)

где 𝑆 – площадь крыла летательного аппарата, 𝐶𝐿 – коэффициент подъёмной силы.
Для последовательного описания поступательного движения летательного аппарата

используются уравнения Ньютона в инерциальной системе отсчёта:

𝑚𝑥̈ = 𝐹𝑥 , (26)
𝑚𝑦 = 𝐹𝑦 , (27)

𝑚𝑧 = 𝐹𝑧 −𝑚𝑔 , (28)

где силы включают тягу, гравитацию, аэродинамические силы.
Аэродинамические силы определяются следующими выражениями:

𝐹𝑥 = 𝑇 cos𝛼 cos 𝛽 −𝐷 cos𝛼 cos 𝛽 + 𝐿 sin𝛼 cos 𝛽 + 𝑌 sin 𝛽 , (29)
𝐹𝑦 = 𝑇 cos𝛼 sin 𝛽 −𝐷 cos𝛼 sin 𝛽 + 𝐿 sin𝛼 sin 𝛽 − 𝑌 cos 𝛽 , (30)

𝐹𝑧 = −𝑇 sin𝛼−𝐷 sin𝛼− 𝐿 cos𝛼 . (31)

Тяга 𝑇 , подъёмная сила 𝐿 = 𝑄𝑆𝐶𝐿, сопротивление𝐷 = 𝑄𝑆𝐶𝐷, боковая сила 𝑌 = 𝑄𝑆𝐶𝑌 .
Коэффициенты определяются из выражения:

𝐶𝐿 = 𝐶𝐿0 + 𝐶𝐿𝛼𝛼 + ..., (32)

аналогично для 𝐶𝐷, 𝐶𝑌 . Эти уравнения получаются проекцией сил на оси. Аэродина-
мические силы зависят от скорости и ориентации летательного аппарата.

Для простоты рассмотрим плоское движение (без скольжения). Предположим 𝛽 = 0,
𝜑 = 0, 𝜓 = 0, 𝜓̇ = 0.

Упрощённые уравнения имеют вид:

𝜃 = 𝜔𝑦 , (33)

𝜓̇ = 0 . (34)
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Динамические уравнения имеют вид:

𝐼𝑦𝜔̇𝑦 = 𝑀𝑦 = 𝑄𝑆𝑐𝐶𝑚 . (35)

Поступательные уравнения имеют вид:

𝑚𝑉 =
𝑇 −𝐷

𝑚
− 𝑔 sin 𝜃 , (36)

𝑚𝑉 𝜃 =
𝐿

𝑚
− 𝑔 cos 𝜃 , (37)

где 𝑣 – скорость, 𝛼 – угол атаки.
Предположим постоянные коэффициенты: 𝑇 = 10000 Н, 𝐶𝐿 = 0.5, 𝐶𝐷 = 0.05, 𝑆 =

20 м2, 𝑐 = 2 м, 𝑄 = 0.5 · 1.225 · 𝑣2 (для 𝑣 ≈ 50 м/с).
При поиске аналитического решения для малого угла атаки используется линейная

аппроксимация.
Решение для вращения имеет вид:

𝜔𝑦 (𝑡) = 𝜔0 +

∫︁ 𝑡

0

𝑀𝑦

𝐼𝑦
𝑑𝑡 . (38)

Для поступательного движения предположим, что скорость является постоянной
величиной, тогда траектория является параболой.

Конкретные параметры: 𝑚 = 5000 кг, 𝐼𝑦 = 8000 кг·м2, начальный угол 𝜃 = 10∘,
𝑣 = 50 м/с, 𝜔𝑦 = 0.

Решение кинематического уравнения имеет вид:

𝜃(𝑡) = 𝜃0 + 𝜔𝑦𝑡 . (39)

Решение динамического уравнения имеет вид:

𝜔𝑦 (𝑡) = 𝜔0 + (𝑀𝑦/𝐼𝑦) 𝑡 . (40)

Предположим, что 𝑀𝑦 = 1000 Н·м, тогда 𝜔𝑦 (𝑡) = 0.125𝑡 (рад/с). 𝜃 (𝑡) = 10𝜋/180 +
0.125𝑡 (рад).

Для поступательного движения уравнения имеют вид:

𝑥 (𝑡) = 𝑣𝑡𝑐𝑜𝑠𝜃 ≈ 𝑣𝑡 , (41)
𝑧 (𝑡) = −

(︀
𝑔𝑡2

)︀
/2 + 𝑣𝑡𝑠𝑖𝑛𝜃 ≈ 𝑣𝑡𝑠𝑖𝑛 (10∘) − 4.9𝑡2 . (42)

Эти решения получены интегрированием уравнений при постоянных параметрах.
Построим графики решений.
Решены уравнения движения летательного аппарата. Аналитические решения по-

казывают эволюцию ориентации и траектории. Графики иллюстрируют поведение ле-
тательного аппарата во время сложного движения.

Заключение
Математическое моделирование является неотъемлемой частью теоретической ме-

ханики летательных аппаратов. Дальнейшее развитие математических методов позво-
лит решать более сложные задачи проектирования летательных аппаратов. В работе
разработан метод решения аэродинамической задачи с применением современных ма-
тематических методов описания движения летательных аппаратов.
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Рис. 1. Изменение угла тангажа 𝜃 (𝑡).

0 2 4 6 8 10
0

0.5

1

1.5

2

Время (с)

У
гл

ов
ая

ск
ор

ос
ть

𝜔
𝑦

(р
ад

/с
)

Рис. 2. Изменение угловой скорости 𝜔𝑦 (𝑡).
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Рис. 3. Траектория по высоте 𝑧 (𝑡).
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Гипотеза исследования, заключающаяся в том, что применение современных мате-
матических методов позволит повысить эффективность проектирования летательных
аппаратов, полностью подтверждена результатами проведённого исследования.

Теоретическая значимость подтверждена разработкой новой математической моде-
ли. Практическая значимость реализована через создание практических рекомендаций
использования математической модели для решения аэродинамической задачи. Резуль-
таты исследования могут быть использованы при проектировании новых летательных
аппаратов и модернизации существующих летательных аппаратов.
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Abstract. Current issues arising in the modeling and design of modern aircraft were
examined. The aim of the work is to develop and improve mathematical methods for solving
complex problems of aviation dynamics to optimize the parameters of modern aircraft. Re-
search methods include mathematical modeling, numerical methods for solving differential
equations, optimization algorithms, and computer analysis of aircraft dynamics. A math-
ematical model is proposed that allows for a more accurate description of aircraft flight
dynamics.
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